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Application linéaire

Une application f de R/ dans R est dite linéaire si elle vérifie
pour tous les vecteurs u et v de R’ et tout scalaire k

f(u+v) = f(u) + £(v)
f(ku) = kf(u)

Quand f est a valeurs dans R/, on parle dendomorphisme



Représentation matricielle

Soit f : R’ — RY une application linéaire. On associe a R’ et R” les
bases By = (uy,. .., u;) et Bgs = (v1, ..., v ). On peut représenter f
sous la forme d’'une matrice dont les colonnes sont les vecteurs f(u;)
(pour 1 < i < /) exprimés dans la base Bg..

Ex:J=1=2,
Bri = Brs = bases canoniques

f:Rl - R’
(%)~ (30)
Mat(f; Bgi, Bps) = ( g g >

f peut étre représentée par plusieurs matrices, mais cette
représentation est unique pour 2 bases By, Bgs données.



Représentation matricielle

Soit f : R’ — RY une application linéaire. On associe a R’ et R” les
bases By = (uy,. .., us) et Bgs = (v1, ..., vy). On peut représenter f
sous la forme d’'une matrice dont les colonnes sont les vecteurs f(u;)
(pour 1 < i < /) exprimés dans la base Bg..

R

0
f-R 5 RY une autre base de RY
X4 3x1 Mat(f; B, C ( g 2 )
Xo 2Xo

Mat(f; Bgi, Bps) = ( g g >

Ex:J=1=2, 1/2
Bri = Brs = bases canoniques Soit C = { (

f peut étre représentée par plusieurs matrices, mais cette
représentation est unique pour 2 bases By, Bgs données.



Image d’un vecteur

Xi
Pour obtenir 'image dans la base By, d’un vecteur

X
exprimé dans la base By, il suffit de faire le produit

Xq

Mat(f; Bgi, Bgs)

X

Ex: 30 X1 ) donne 'image par f du vecteur exprimé
0 2 Xo

dans la base canonique de RY.



Intérét de la représentation diagonale

Il est généralement préférable d’utiliser une représentation
dans laquelle la matrice est diagonale, car les opérations sur
les matrices diagonales sont plus faciles.

ol

1/d, aP



Image d’une application linéaire

Soit f une application linéaire de R/ dans R, on appelle image
de f, 'ensemble des éléments de RY qui s’écrivent f(u) avec u
dans R/

Si A est la représentation matricielle de f, alors

Im(A) = {x € R’ tel qu'il existe u € R/ vérifiant Au = x}

» C’est I'espace vectoriel engendré par les colonnes de A
» C’est un sous-espace vectoriel de RY
» dim(Im(A)) = Rang(A)



Noyau d’'une application linéaire

Le noyau d’'une application linéaire f : R! — R est 'ensemble
des éléments de R/ tel que f(u) =0

Ker(A) = {u € R’ tel que Au = 0}

» C’est un sous-espace vectoriel de R/
> dim(Ker(A)) = dim(R') — Rang(A) (théoréme du rang)



Vecteurs propres, valeurs propres, sous espaces
propres

Un vecteur v de R/ est dit vecteur propre d’un endomorphisme
f de R/, si v est non nul et f(v) est colinéaire a v.

Dans ce cas, le scalaire X tel que f(v) = Av est appelé valeur
propre de f.

On appelle sous-espace propre associé a A 'ensemble des
vecteurs v tels que f(v) = Av, c’est le noyau de f — A/,



Endomorphisme diagonalisable (1)

Un endomorphisme f est diagonalisable, s’il existe une base B
de R’ dans laquelle la matrice de f est diagonale

Autrement dit, f est diagonalisable s’il existe une base formée

de vecteurs propres de f, car si f(vy) = AMvy, f(V2) = AaVa,...
A

alors Mat(f, B, B) =



Endomorphisme diagonalisable (2)
Tous les endomorphismes ne sont pas diagonalisables.

Théoréme : Si le polyndme caractéristique de f admet n
racines distinctes, alors f est diagonalisable.
On appelle polynéme caractéristique de f,

xr(A) = det(f — Al;)

On note n le degré de ce polynéme en \. Les valeurs propres
de f sont racines de x¢(\)



Exemple
Soit
0 2 -1
A=| 3 -2 0
-2 2 1

la matrice représentant f dans la base canonique.

xi(A) = det(A—Ab)

—-A 2 -1
= det 3 -2-Xx O
—2 2 1-A

= A=2-N)(1-=XN=32(1 -\ +2)—2(-2-))
~A3 X2 410)0-8
= —(A=1)A=2)(A+4)

3 racines distinctes, polyndme d’ordre 3 = diagonalisable



Exemple
Les valeurs propres sont A\ =1, Ao =2 et A\3 = —4. On
cherche les vecteurs propres vy, o, V3 associés. Par définition
f(vi) = A1vq donc on résouten x, y, z

(52 0)0)-(2)

ce qui est équivaut a résoudre

—-X+2y—z 0
3x — 3y =10
—2x + 2y 0

On trouve x = y = z. Un vecteur propre est

(i)



Exemple

On procede de méme pour les deux autres valeurs propres. On

trouve
4 2
Vo = 3 etvz=| -3
-2 2

Dans la base (v1, w2, v3), la matrice A est donc diagonalisable
et s’écrit diag(1,2,—4)



Matrice de passage

Soit f est un endomorphisme de R/ et A sa représentation matricielle
dans la base canonique. Soit D sa représentation matricielle dans
une base de vecteurs propres.

Ex:
o 2 -1
A= 3 -2 0 et D = diag(1,2,-4)
-2 2 1

Limage d’'un vecteur e par f s’obtient selon le produit Ae dans la base
canonique ou selon PDP~"e ol P est la matrice formée des vecteurs
propres. P est appelée matrice de passage de la base de vecteurs
propres a la base canonique.

P transforme un vecteur exprimé selon une nouvelle base en un
vecteur d’anciennes coordonnées



Exemple

1 4 2
Dans I'exemple précédent, la matrice de passage est P = 1 3 -3 )
1 -2 2
0 0.4 0.6 1
On peut vérifierque P~'=| 1/6 0 —1/6 |.Soite= [ 2
1/6 —-0.2 1/30 3
Ona

0 0 0 04 06 1
2 O><1/6 0 —1/6><2>
0 —4 1/6 —02 1/30 3

14 2
PDP~'e = 1 3 -3
1 -2 2



Application bilinéaire

Une application f de R/ x R/ dans R est dite bilinéaire si elle
vérifie pour tous les vecteurs u, v, w de R/ et tout scalaire k

f(ku,v) = kf(u,v) = f(u,kv)
flu+w,v) = f(u,v)+f(w,v)
flu,v+w) = f(u,v)+f(u,w)



Représentation matricielle

Si f: R x R — RY est bilinéaire et R/ est munie d’une base
Bgi, alors il existe une matrice M telle que pour tous les
couples (u, v) vecteurs colonnes de R/

f(u,v) = u'Mv
Ex:<uv>= Z,’.:1 u;v;, dans la base canonique.

1 V1
<u,v>=(uy,..,U)
1 4]



Produit scalaire

Une matrice M définit un produit scalaire si elle est
> symétrique : M = M!
> définie: UMu=0<u=0
» positive : v'Mu > 0.

Une matrice est définie positive si et seulement si ses valeurs
propres sont toutes strictement positives. Si certaines sont nulles,
alors la matrice est dite semi-définie positive.

1 Vi
< u,v>= (U1,...,U/) .
1 %
est clairement un produit scalaire

M est appelée métrique de I'espace, elle définie les distances
entre les vecteurs



Projection orthogonale sur un sous-espace

Soit F un sous-espace vectoriel de R/, la matrice de projection
M-orthogonale sur F est la matrice Pr telle que pour tout e
dans R/, Pre € F et < Pre;e — Pre >y=0.

Propriétés

> P2 = Pr (matrice
idempotente)

> P.M= MPx
(M-symétrie)

> les valeurs propres de
Prsont1ou0



Projection orthogonale sur un sous-espace

Soit F un sous-espace vectoriel de R/, la matrice de projection
M-orthogonale sur F est la matrice Pr telle que pour tout e
dans R/, Pre € F et < Pre;e — Pre >y=0.

Propriétés

> P2 = Pr (matrice

idempotente) Soite e R/, on a

< Pre, e >y=< e, Pre >y pour tout e

> P-M = MPr ; ,

(M-symétrie) = (Pre)'Me = e'MPre pour tout e
= e'PL-Me = e'MPre pour tout e
> les valeurs propres de = P}M = MPx

Pr sont1ou0



Expression matricielle

Soit X = (x1, X2, ..., Xg) une base de F, alors le projecteur
orthogonal sur F pour le produit scalaire <; >, est donné par

Pr = X(X'MX)"'X'M



Preuve

» Soit edans R/, < Pre;e — Pre >=0
» Comme Pre € F, il existe b € R tel que Pre = Xbou
X = (Xq,..Xy) estune basede F, X; (1 <i < d)estun
vecteur colonne de la base et 1 < d < [ la dimension de F
» Donc < Xb;e— Xb>y=0

» De plus, pour tout vecteur X; de la base,

< Xi; e —

=
=
=
=

Xb >y=0 (car Xj € F)

X!M(e — Xb) = 0 pour tout i

X'M(e — Xb) = 0 (ici 0 désigne le vecteur nul)
X'Me = X'MXb

b= (X'MX)~'X'Me

> d'ol Pre = Xb = X(X'MX)~' X!Me



Gradient

Soit
f:R' - R
X1 Xq
: — A
X X

on appelle gradient de f le vecteur des dérivées partielles

of of
gradf_(a)q,...,ax)

Ici,

grad f =

0AX _ O, aix; 0 i1 AiXi _A
ox 0Xq B 0x;



Dérivation d’'une forme quadratique

Soit A une matrice carrée, on appelle forme quadratique
associée a A, la fonction g définie par

g R = R

X1 X1

: = (X1 o x )AL

X X|

ox' Ax ,
grad g = I = Ax+ A'x
En particulier, pour A symétrique,
/
grad g = Ox Ax = 2Ax

ox



Maximisation d’'un quotient de formes quadratiques

Soient A et B deux matrices symétriques de méme taille, B

inversible, alors le rapport X% est maximal pour u vecteur

propre de B~' A associée a sa plus grande valeur propre




Preuve

On dérive X% et on recherche le vecteur x qui annule sa dérivée :

2Axx'Bx — x' Ax2Bx 0
(x'Bx)?2

2Axx'Bx = x' Ax2Bx

x'Bx2Ax = x' Ax2Bx

x'BxB~'Ax = x' AxB~ "' Bx

X' Ax
B 'Ax = "=
X x'Bx

L S

Donc x est nécessairement vecteur propre de B~'A associé a la

x'Ax
valeur propre 375

Or maximiser ’;,éﬁ c’est maximiser la valeur propre. Donc le vecteur

recherché est le vecteur propre associé a la plus grande valeur
propre.



